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Eficiencia de un algoritmo

El analisis de algoritmos estudia, desde € punto de vista teorico, los
recursos computacionales que necesita la egecucion de un programa de
ordenador: su eficiencia

p.g. Tiempo de CPU
Uso de memoria
Ancho de banda

NOTA: En e desarrollo real de software, existen otros factores que, a
menudo, son mas importantes que la eficiencia: funcionalidad,
correccion, robustez, usabilidad, modularidad, mantenibilidad,
fiabilidad, smplicidad... y € tiempo del programador.

¢Por qué estudiar la eficiencia de los algoritmos?

Porgue nos sirve para establecer lafronteraentre lo factibley lo imposible.

Ejemplo: Algoritmos de ordenacion

Observacion
El tiempo de g ecucion depende del tamafio del conjunto de datos.

Objetivo

Parametrizar €l tiempo de gjecucion en funcion del tamafio del conjunto
de datos, intentando buscar una cota superior que nos sirva de gar antia

Tiposdeanalisis

Peor caso (usualmente)
T(n) = Tiempo maximo necesario para un problema de tamarfio n

Caso medio (a veces)
T(n) = Tiempo esperado para un problema cual quiera de tamario n
Requiere establecer una distribucion estadistica

Mejor caso (enganoso)

Andlisis de Algoritmos 1 © Fernando Berzal




Analisisdel peor caso

¢Cud es el tiempo gue necesitaria un algoritmo concreto?
% Variaen funcion del ordenador que utilicemos.
x Variaen funcion del compilador que sel eccionemos.

% Puede variar en funcion de nuestra habilidad como programadores.

IDEA: Ignorar |as constantes dependientes del contexto

SOLUCION: Fijarse en e crecimiento de T(n) cuandon ® ¥

Notacion O

O(g(n)) ={ f(n) | $c,ny constantes positivastalesquef (n) =cg(n) " n=nq}

En la préctica, seignoran las constantes y |os términos de menor peso:

3n° + 90n? — 5n + 6046 = O(n°)

Eficiencia asintética
Cuando n eslo suficientemente grande...

un algoritmo O(1)

es mas eficiente que
un algoritmo O(log n)

es més eficiente que
un algoritmo O(n)

es mas eficiente que
un algoritmo O(n log n)

es més eficiente que T(H) |
un algoritmo O(n?) |
es més eficiente que i
un agoritmo O(n®) |
es més eficiente que |
un algoritmo O(2") 7 1o
NOTA: En ocasiones, un agoritmo més ineficiente puede resultar mas

adecuado para resolver un problema real ya que, en la préctica, hay
gue tener en cuenta otros aspectos ademéas de la eficiencia.
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Analisis de la complejidad de un algoritmo

Propiedades de la notacion O
¢ O(f(n)) = O(f(n))
O(f(n)+g(n)) = max{ O(f(n)), O(g(n)) }
O(f(n)+g(n)) = O(f(n)+g(n))
O(f(n)O(g(n)) = O(f()g(n))
O(O(f(n))) = O(f(n))

Asignacionesy expresiones simples

X = X+1; T(n) = 0O(1)

Secuencias deinstrucciones

I 1;

| 2; T(n) = Ty(n) + T2(n) = max { O(T4(n)), O(T(n)) }

Estructuras de control condicionales (if-then-else)

T(n) = O (Teondicion(N)) + Max { O(Tinen(N)), O(Tas(N)) }

Estructuras de control iterativas

Producto del nimero de iteraciones por la complejidad de cada iteracion.
Si lacomplgidad varia en funcién de laiteracion, obtenemos una sumatoria.

Si no conocemos con exactitud el nimero de iteraciones (bucles
whiley do-while), se estima este nimero para el peor caso.

Algoritmos recursivos
Se obtienen recurrencias que hay que resolver...
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Ejemplo: Algoritmo de ordenacion por insercion
voi d Ordenarlnsercion (double v[], int N)
{

int i, j;

doubl e t np;

for (i=1; i<N i++) {
tmp = v[i];

for (j=i; (j>0) & (tnp<v[j-1]); j--)
viil = vli-1];

v[j] = tnp;

Peor caso: Vector inicialmente ordenado al revés

T(n) =8 O(i) =O(n?)

i=1
Caso promedio (con todas | as permutaciones igual mente probabl es):

T() =4 Q/2) = Q")

¢Es eficiente € algoritmo de ordenacion por insercion?
v Moderadamente si cuando n es rel ativamente pequefio.

x Absolutamente no cuando n es grande.

Andlisis de Algoritmos 4 © Fernando Berzal



Ejemplo: Algoritmo de ordenacién por mezcla (mer ge-sort)

IDEA
- Dividir & vector en dosy ordenar cada mitad por separado.

- Unavez que tengamos las mitades ordenadas, |as podemos ir mezclando
para obtener facilmente el vector ordenado

IMPLEMENTACION EN C
/I Mezcla dos subvectores ordenados

doubl e aux[ maxN ;

void nmerge (double v[], int I, int m int r)
{
int i, j, k;
for (i=mtl; i>l; i--) /1 Vector auxiliar
aux[i-1] = v[i-1]; /1 Q(n)

for (j=m j<r; j++)
aux[r+mj] = v[j+1];

for (k=lI; k<=r; k++) [l Mezcl a
if (aux[i]<aux[j]) /1 Q(n)
a[ k] = aux[i ++];
el se

a[k] = aux[j--];

/I Algoritmo de ordenacion

voi d nergesort (double v[], int |, int r) /1 T(n)
{
int m= (r+l)/2 Il Q1)
if (r >1) { Il Q1)
nmergesort (v, |, m; Il T(n/2)
mergesort (v, mtl, r); Il T(n/2)
nmerge (a, |, m r); /1 Q(n)
}
}
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ANALISIS
1. Mezclade dos subvectores ordenados (ner ge):  Tpage(N) = O(N?)

2. Algoritmo de ordenacion

oW sn=1
T(”)‘}zT(n/z)m(n) sn>1

Solucién delaecuacion T(n) = 2T(n/2)+n

n Z
// \
n/2 1j2 e
VAN VRN
h=lgn 4 n/4 n/4 n/4 L

O(1) {#H@jﬂ&‘ =n I O(n)

Total = O(n Ig n)

O(n log n) crece méas despacio que O(n°)

Por tanto,
la ordenacion por mezcla es mas eficiente que la ordenacion por insercion.

Ejercicio
Comprobar experimentalmente a partir de qué valor de n e algoritmo de
ordenacién por mezcla es més rapido que el de ordenacion por insercion.
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Resolucion de recurrencias
Se pueden aplicar distintas técnicasy trucos:

M étodo de sustitucion
1. Adivinar laformade la solucion.

2. Demostrar por induccioén.
3. Resolver las constantes.
I O sn=1
T =1 7 :
14T(n/2)+n sn>1
cT(n) esO(n’)?
Suposicion T(K) = ck® parak<n
Demostramos por induccion — T(n) = cn®

T(n) =4T(n/2) +n
= 4c(n/2)°+ n= (c/2)n® + n=cn® - ((c/2)n* —n)
=cn® siempreque ((¢/2)n*=n)>0 (p.g. c=2y n=1)

PROBLEMA: ¢Podriamos encontrar una cota superior mas gjustada?
Sugerencia: Probar con T(n) = cn”y T(n) = ¢;n*-C,Nn

Arbol derecursion
Se basa en construir una representacion grafica intuitiva. ..

T(n)=T(n/4)+T(n/2)+n?

n’ n2
) // \ | . g
(11/4)° (1/2)* 1-6 n2
/N /N s
(n/16*  (n/8)*  (n/8)? (1/4)? - o "’
; 256
JII' i
O(1 ol s (5@ (5P
(1) Total =7 [_I % (m} ) )

= 0O(n?)
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Expansién derecurrencias
Equivalente algebraica al arbol de recurrencias

Ejemplo: Calculo del factorial

int factorial (int n)

{
return (n==0)? 1: n*factorial (n-1);
}
1 0@ sn=0
T(n) _}T(n- D+1 sn>1
T(n) = T(n-l) +1
= (T(n-2)+1) + 1=T(n-2) + 2
= (T(n-3)+1) +2=T(n-3) + 3
= T(nk) +k
Cuando k=n:

T(n) =T(O)+n=1+n=0(n) Algoritmo de orden linea

Ejemplo: Sucesion de Fibonacci
i nt fibonacci (int n)

if ((n==20) [] (n==1))
return 1,
el se
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2);

R O sntEl
T(n) TIT(n-D)+T(n-2)+1 sn>1
T(n) =T(N-1) +T(n-2) +1

= (T(n-2)+T(n-3)+1) + (T(n-3)+T(n-4)+1) + 1

=T(n-2) + 2T(n-3) + T(n-4) + (2+1)

=T(n-3) + 3T(n-4) + 3T(n-5) + T(n-6) + (4+2+1)

1 %ﬂﬁ«/ggn_ 8&+J§Qng

T EE 2 52 o
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M étodo de la ecuacion car acteristica

Recurrencias homogéneas lineales con coeficientes constantes
T(n) = ¢, T(n-1) + c,T(N-2) + ... + ¢ T(n-K)
aOtn + a1tn-1 ...t aktn-k =0

Sustituimos t,=x":
ax"+ax™ + ... +ax™ =0

Ecuacion caracteristica (eliminando la solucion trivial x=0):

agx+axt+ ... +a,=0

Obtenemos la solucion a partir de las raices del polinomio caracteristico:

Caso 1: Raicesdistintasr;

Caso 2: Raices multiplesr; de multiplicidad m
| -1

o o i n
t,=a acnr

i=1 j=1

Finalmente, las constantes se determinan a partir de las k condicionesiniciales.

DEMOSTRACION:

Aplicando e Teorema Fundamental del Algebra,
factorizamos el polinomio de grado k como un producto de k monomios.

Si p(r;)=0, r esunaraiz del polinomio caracteristico
X=r; es una solucién de la ecuacion caracteristica
r;" es una solucion de larecurrencia.

Cuando tenemos unaraiz multiple r de multiplicidad m, podemos llegar ala conclusion de
quer”, nr", n" ... N™" son otras soluciones de la recurrencia.
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Recurrencias no homogeéneas lineales
A partir de
aotn + agtns + ... + &ty = b"p(n)
donde b es una constante y p(n) un polinomio de grado d
podemos derivar un polinomio caracteristico

(aX +ax“ + ... +a) (x=b)

gue resolveremos igual que e caso homogéneo.

Ejemplo: Las Torres de Hanoi

void hanoi (int n, int inic, int tnp, int final)

{
if (n>0) {
hanoi (n-1, inic, final, tnp);
printf (“Del poste % al %l.\n", inic, final),;
hanoi (n-1, tnp, inic, final);

i 0 sn=0

T(n):}ZT(n- D+1 sn>0

Ecuacion recurrente no homogénea: T(n) - 2T(n-1) =1

Ecuacion homogeéenea x-2=0

Constante b b=1

Polinomio p(n) p(n) =1

Polinomio caracteristico (x-2)(x-1)

Solucion: T(n) =c1" + 2"
Condicionesinicialess T(0)=0 g+, =0 ¢ =-1

T(l) = 2T(0)+1 =1 ct2c,=1 c,=1

T(n) = 2" -1 = Algoritmo de orden exponencial O(2")
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Técnicas de disefno de algoritmos

Divide y venceras

1. Dividir el problema en subproblemas independientes.
2. Resolver |os subproblemas de forma independiente.
3. Combinar las soluciones de |os subproblemas.

Ejemplos: Busquedabinaria
Ordenacion por mezcla (merge-sort)
Ordenacion rapida (quicksort)
Busqueda de la mediana (»quicksort)
Multiplicacion de matrices (algoritmo de Strassen)

Problema: Calcular a"

Algoritmo ingenuo: Eficiencia O(n)

Estrategiadividey vencerés: T(n) = T(n/2) + O(1) = O(log, n)

an2gqn’? s nes par

al"P'2g(" D25 g n esimpar

n

_1
a =]
1

Problema: Sucesion de Fibonacci

Algoritmo recursivo béasico: Tiempo exponencial O(f ")

Estrategiadivide y venceras: Eficiencia O(log, n)
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Algoritmos voraces (greedy)

En cada momento se toma una decision local irrevocable

- Técnica especialmente adecuada cuando podemos garantizar que la mejor
solucion local nos llevaala solucion global del problema.

- Incluso, puede resultar adecuada cuando no tenemos esa garantia para obtener
rapidamente una aproximacion alasolucion del problema: heuristicas.

Aplicaciones: Problema del vigante de comercio (problema NP: O(n!)).

Estrategia greedy
Solucién rapida pero no siempre Optima

Ejemplo: Algoritmo de Dijkstra o(n%

Dado un grafo, obtener el camino més corto parallegar desde un vértice hasta otro:

V Conjunto de vértices del grafo (p.gj. ciudades)

S Conjunto de veértices cuya distancia mas corta desde €l origen ya se conoce
Di] Distanciamas cortaentre €l origeny el vérticei.

di,j] Costedellegar desdeel nodoi hastael nodoj (p.g. kilometros)

Pli] Vértice anterior ai en e camino maés corto desde €l origen hasta i

(para poder reconstruir €l camino mas corto)

S={ origen }

Para todo i
Dl i]
P[i]

Corigen,i]
origen

Mentras S1 V
Elegir wi V — Stal que D[w] sea ninino
S=SE {w
Para cada vérticevi V- S
S Ov] >DOw + (w v] entonces
D[V} Dwl + qw V]

P[ v w
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Programacion dinamica

Cuando la solucién 6ptima de un problema se puede construir a partir de las
soluciones Optimas de subproblemas del mismo tipo.

p.g. Cuando laimplementacion recursiva de un algoritmo
repite muchas veces |as mismas operaciones.

Estrategia de programacion dinamica
- Trabajaetapa por etapa.
- Compara resultados con los ya obtenidos (uso masivo de memoria).

Uso de memoria O(f(n)) =» Tiempo de gecucion O(nf(n))
Ejemplos
Sucesion de Fibonacci: Solucion iterativa
fib(n)=fib(n- 1) + fib(n- 2)
NUmeros combinatorios

ano 10 -1'_(:5
gkz gk 15 g K g

Problemadel camino minimo (algoritmo de Floyd)

D (i, J) = min{D, (i, J), D1 (1,K) + Dy 1 (k, 1)}

Variante: “Memoization”
IDEA: No calcular dos veces|o mismo

Cada vez que se obtiene la solucion de un subproblema,
ésta se almacena en unatabla para no tener que volver a calcularla

G

—1 é %\ Aplicaciones

Reconocimiento de voz (DTW: Dynamic Time Warping).
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